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Značeńı

Abeceda A = {1, . . . , d}
Nekonečné slovo u

Konečné slovo ω

Vektor frekvenćı µ = (µ(a))a∈A, kde µ(a) = limN→+∞
|u0u1···uN−1|a

N ;
pro pevné body primitivńıch substitućı existuje

Množina faktor̊u slova u L
Množina faktor̊u délky n slova u Ln
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Úvodńı definice

Definice (Balančńı funkce)

Balančńı funkci definujeme jako

BN(u) = max
a∈A

max
w ,w ′∈LN (u)

{||w |a − |w ′|a|}.

Pokud je Bu(n) omezená č́ıslem C , ř́ıkáme, že u je C -balancované.
Řekneme, že u je balancované, pokud je 1-balancované.

Definice (Abelovská komplexita)

Abelovskou komplexitou nekonečného slova u rozuḿıme funkci

AC(n) = #{ψ(w)|w ∈ Ln},

kde ψ(w) = (|w |a)a∈A.
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Propojeńı vztahů

Úvodńı definice

Definice (Diskrepančńı funkce)

Diskrepančńı funkćı (pro pevný bod primitivńı substituce) mysĺıme funkci

DN(u) = max
a∈A

∣∣|u0 · · · uN−1|a − Nµ(a)
∣∣.
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Úvodńı definice

Definice (Landauovy symboly)

f = O(g), pokud existuje C > 0 takové, že

f (x) < C · g(x) ∀x > 0.

f = o(g), pokud

lim
x→+∞

f (x)

g(x)
= 0.

f = Ω(g), pokud

f 6= o(g), tj. lim sup
x→+∞

f (x)

g(x)
> 0.

f = (O ∩ Ω)(g), pokud

f = O(g) ∧ f = Ω(g).
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Vztahy mezi abelovskou komplexitou a balančńı funkćı

Věta

Abelovská komplexita nekonečného slova je omezená ⇔ jeho balančńı
funkce je omezená (tedy je C -balancované pro nějaké C ).

Věta

Pro nekonečné slovo u nad binárńı abecedou plat́ı:

AC(n) = Bn(u) + 1.
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Balančńı funkce omezená ⇔ diskrepančńı funkce omezená

Věta

Necht’ u je nekonečné slovo. Potom plat́ı:

BN(u) je omezená ⇔ DN(u) je omezená.
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Balančńı funkce → diskrepančńı funkce

Věta

Necht’ u je nekonečné slovo, necht’ existuje µ = (µ(a))a∈A a necht’

BN(u) = O(f (N)).

Potom plat́ı
DN(u) = O(f (N)).

Věta plat́ı i pro o ḿısto O.
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Úvod
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Balančńı funkce L99 diskrepančńı funkce

Lemma (Ukázka nefunkčnosti v tomto směru)

Necht’ f je reálná rostoućı neomezená funkce taková, že f (N) = o(N).
Potom existuje nekonečné slovo u nad abecedou A = {0, 1} splňuj́ıćı:

pro u existuje µ = (µ(a))a∈A;

DN(u) = O(f (N));

∀N Bu(N) = N.
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Propojeńı vztahů

Balančńı funkce L99 diskrepančńı funkce

Věta

Necht’ u je nekonečné lineárně rekurentńı slovo. Pokud existuje
sublineárńı rostoućı funkce f taková, že

DN(u) = O(f (N)),

potom plat́ı
BN(u) = O(f (N)).

Věta plat́ı i pro o ḿısto O.
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Definice

Necht’ u je nekonečné slovo, f je zobrazeńı A → C a N ∈ N ∪ {+∞}.
Potom definujeme

S f
u (N) =

∑
a∈A
|u0 · · · uN−1|af (a).

V p̌ŕıpadě konečného slova ω definujeme

S f (ω) =
∑
a∈A
|ω|af (a).
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Definice

Necht’ u je nekonečné slovo a existuje µ. Potom pro i ∈ {1, . . . , d − 1}
zavedeme vektory fi následovně:

fi (j) =

{
1 pro i = j ;
µ(i)
µ(i)−1 v ostatńıch p̌ŕıpadech.
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Věta

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

DN(u) = O(g(n)), resp. o(g(n));(
∀f = (f (i))i∈A ∈ Cd

)
(f⊥µ):

S f
u (N) = O(g(N)), resp. o(g(N)).

V prvńım tvrzeńı záviśı konstanta v O na u, ve druhém tvrzeńı na u a
na f .

Věta

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

DN(u) = Ω(g(N));(
∃f = (f (i))i∈A ∈ Cd

)
(f⊥µ):

S f
u (N) = Ω(g(N)).
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Př́ıprava
Horńı odhad
Dolńı odhad
Kritické p̌ŕıpady

Uspǒrádáńı spektra

Věta (Perronova-Frobeniova)

Necht’ A je nezáporná ireducibilńı matice. Pak jej́ı spektrálńı poloměr
ρ(A) je vlastńım č́ıslem matice A s algebraickou násobnost́ı 1. Vlastńı
vektor k ρ(A) lze volit kladný. Žádnému jinému vlastńımu č́ıslu
neodpov́ıdá nezáporný vlastńı vektor.

Pokud tento vektor budeme volit tak, že součet jeho složek bude 1, bude
se jednat o vektor frekvenćı.
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Př́ıprava
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Uspǒrádáńı spektra

SMϕ = {θi
∣∣ 2 ≤ i ≤ d ′} ∪ {θ1 = θ}

Násobnost vlastńıho č́ısla θi v minimálńım polynomu Mϕ označme αi .

∀i < k ∈ {2, . . . , d ′} :

 |θi | > |θk |nebo
|θi | = |θk | ∧ αi ≥ αk

Daľśı dodatečná podḿınka: |θi | = |θk | = 1 ∧ αi = αk ∧ θi neńı kǒrenem
jednotky ∧ θk je kǒrenem jednotky ⇒ i < k .
Jednoznačně určené: θ, |θ2|, α2.
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Horńı odhad

Věta

Necht’ u je pevným bodem primitivńı substituce. Potom:

pokud |θ2| < 1, pak DN(u) je omezená;

pokud |θ2| > 1, pak DN(u) = O
(
(log Nα2−1)N log |θ2|/ log θ

)
;

pokud |θ2| = 1, pak DN(u) = O (log Nα2 ).

Konstanty v O záviśı pouze na u.
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Př́ıprava
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Dolńı odhad

Věta

Necht’ u je pevným bodem primitivńı substituce. Pokud |θ2| ≥ 1, potom

DN(u) = Ω
(

(log Nα2−1)N log |θ2|/ log θ
)
.
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Horńı odhad
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Kritické p̌ŕıpady

Věta

Necht’ u je pevným bodem primitivńı substituce. Pokud |θ2| = 1 a θ2 neńı
kǒren jednotky, pak

DN(u) = (O ∩ Ω) ((log N)α2 ) .

Věta

Necht’ u je pevným bodem primitivńı substituce ϕ. Pokud θ2 neńı
kǒrenem jednotky, pak:

Aϕ,u 6= 0⇒ DN(u) = (O ∩ Ω) ((log N)α2 );

Aϕ,u = 0⇒ DN(u) = (O ∩ Ω)
(
(log N)α2−1

)
.
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Věta (Adamczewski)

Necht’ U je pevným bodem primitivńı substituce ϕ. Potom plat́ı:

1 pokud |θ2| < 1, pak BN(u) je omezená;

2 pokud |θ2| > 1, pak BN(u) = (O ∩ Ω)((log N)α2−1N logθ |θ2|);

3 pokud |θ2| = 1 a θ2 neńı kǒrenem jednotky, pak
BN(u) = (O ∩ Ω)((log N)α2 );

4 pokud |θ2| = 1 a θ2 je kǒrenem jednotky, pak

BN(u) = (O ∩ Ω)((logN)α2 ), pokud Aϕ,u 6= 0;
BN(u) = (O ∩ Ω)((logN)α2−1), pokud Aϕ,u = 0.

Konstanta Aϕ,u záviśı na (ϕ, u).
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Důsledek

Necht’ u je pevným bodem primitivńı substituce ϕ. Pak má u balančńı
funkci omezenou právě tehdy, když plat́ı jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

|θ2| < 1;

|θ2| = 1, α2 = 1, θ2 je kǒrenem jednotky a Aϕ,u = 0.
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